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È â ìàòåìàòèêå, è â èíôîðìàòèêå ÷àñ-
òî âñòðå÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë,
â êîòîðûõ êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Íàïðèìåð, òà-
êèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ãðåññèè: àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ.
Â ïåðâîé èç íèõ, êàê èçâåñòíî, êàæäûé
ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ðàâåí ïðåäûäóùåìó,
óâåëè÷åííîìó íà ðàçíîñòü ïðîãðåññèè:
ai = ai � 1 + d, âî âòîðîé � ïðåäûäóùåìó,
óìíîæåííîìó íà çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè:
ai = ai � 1 * k.

Ôîðìóëû, âûðàæàþùèå î÷åðåäíîé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç îäèí èëè íåñêîëü-
êî ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ, íàçûâàþò «ðåêóð-
ðåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè».

Êàê âû÷èñëèòü n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-
íèåì? Èíîãäà äëÿ ðàñ÷åòà n-ãî ÷ëåíà åñòü

1 Â ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Basic äîïóñêàåòñÿ îïèñûâàòü ìàññèâ íåïîñðåäñòâåííî â «òåëå» ïðîãðàììû
ïîñëå çàäàíèÿ êîëè÷åñòâà åãî ýëåìåíòîâ, òàê ÷òî èñïîëüçîâàííàÿ «õèòðîñòü» â ïðîãðàììå íà ýòîì ÿçûêå íå
ïîíàäîáèòñÿ.

ïðîñòàÿ ôîðìóëà. Íàïðèìåð, äëÿ àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè: an = a1 + d(n � 1).
×àùå, îäíàêî, òàêîé ïðîñòîé ôîðìóëû íåò
èëè îíà íåèçâåñòíà. Â ýòîì ñëó÷àå ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëÿþò ïî ðåêóððåí-
òíîìó ñîîòíîøåíèþ îäèí çà äðóãèì îò i = 1
äî i = n.

Âîçìîæíû äâà ñïîñîáà òàêèõ âû÷èñëåíèé:
1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàññèâîâ;
2) áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàññèâîâ.
Ïåðâûé ñïîñîá ïðîèëëþñòðèðóåì íà

ïðèìåðå ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 2,
3, 5, 9, 17, ..., çàäàâàåìîé ðåêóððåíòíûì ñî-
îòíîøåíèåì ai = 2 * ai � 1 � 1, (a1 = 2).

Ñîñòàâèì ïðîãðàììó äëÿ ðàñ÷åòà n-ãî
÷ëåíà òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òàê êàê íîìåð èñêîìîãî ÷ëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çàðàíåå íåèçâåñòåí, òî ìàññèâ,
â êîòîðîì áóäóò õðàíèòüñÿ âû÷èñëÿåìûå

çíà÷åíèÿ, ñëåäóåò îïèñàòü, òàê ñêàçàòü, ñ
çàïàñîì1 , íàïðèìåð, íà 100 ýëåìåíòîâ (òî
åñòü ïðèíèìàåì, ÷òî n ≤ 100).

Áóäåì âû÷èñëÿòü ÷ëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïî çàäàííîìó ðåêóððåíòíîìó
ñîîòíîøåíèþ îäèí çà äðóãèì îò i = 1 äî
i = n, çàïîìèíàÿ çíà÷åíèå i-ãî ÷ëåíà òà-
êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýëåìåíòå a[i]
ìàññèâà a. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà
íà øêîëüíîì àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå [1]
âûãëÿäèò òàê (ñì. ëèñòèíã 1).

Íåäîñòàòêîì òàêîãî ñïîñîáà ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî, õîòÿ íàñ èíòåðåñóåò ëèøü n-é
÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â ïðîöåññå âû-

ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß

Çëàòîïîëüñêèé Äìèòðèé Ìèõàéëîâè÷

...÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë,
â êîòîðûõ êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå...
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ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû êîìïüþòåð âû÷èñëÿ-
åò è õðàíèò â ïàìÿòè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îò 1-ãî äî n-ãî. Êðîìå òîãî, â
ïàìÿòè âûäåëÿåòñÿ ìåñòî äëÿ áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà íåèñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòîâ ìàñ-
ñèâà, îïèñàííîãî, êàê óêàçûâàëîñü, ñ çàïà-
ñîì.

Ïåðå÷èñëåííûõ íåäîñòàòêîâ ëèøåí âòî-
ðîé ìåòîä âû÷èñëåíèé � áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ìàññèâîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñëåäóþùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íóæíî çíàòü òîëüêî çíà÷åíèå ïðåäûäóùåãî,
òî ìîæíî íå çàïîìèíàòü âñå ÷ëåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè â ìàññèâå, à èìåòü îäíó âåëè÷è-
íó à è ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà i èçìåíÿòü
åå çíà÷åíèå; äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà:
a := 2 ñ a � 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå ai = 2 * ai � 1 � 1 ìîæíî çà-
ìåíèòü ñîîòíîøåíèåì aíîâîå = 2 * añòàðîå � 1,
êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îïåðàòîðà ïðè-
ñâàèâàíèÿ a := 2 * a � 1 (ñì. ëèñòèíã 2).

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ (ïðîãðåññèè
è äð.) î÷åðåäíîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ëèñòèíã 2

àëã Ðàñ÷åò2
íà÷ öåë a, i, n
  âûâîä íñ, "Çàäàéòå íîìåð èñêîìîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè"
  ââîä n
  a := 2
  íö äëÿ i îò 2 äî n
    a: = 2 * a � 1
  êö
  âûâîä íñ, "Èñêîìûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ", a
êîí

âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç îäèí ïðåäûäóùèé
ýëåìåíò. ×àñòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îò êîòî-
ðûõ çàâèñèò î÷åðåäíîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, áîëüøå 1. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, ... Êîíå÷íî, âû óæå óñòàíîâèëè çàêîí,
ïî êîòîðîìó îíà ñòðîèòñÿ � êàæäûé ñëåäó-
þùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ
òðåòüåãî, ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ (ýòî
òàê íàçûâàåìàÿ «ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáî-
íà÷÷è»). Äëÿ íåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-
íèå èìååò âèä: ai = ai � 2 + ai � 1, a1 = 1,
a2 = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ ðàñ÷åòà n-ãî
÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è íå
èñïîëüçîâàòü ìàññèâû, òî â ïðîöåññå âû-
÷èñëåíèé íàäî õðàíèòü çíà÷åíèÿ íå îäíî-
ãî, à äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ. Ðàç-
ðàáîòàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîãðàììó.

Èñïîëüçóåì â íåé ñëåäóþùèå îñíîâíûå
âåëè÷èíû:
n � íîìåð èñêîìîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè;

Ëèñòèíã 1

öåë k      |Êîíñòàíòà � ðàçìåð ìàññèâà
k := 100
àëã Ðàñ÷åò1
íà÷ öåë òàá a[1:k], öåë i, n
  âûâîä íñ, "Çàäàéòå íîìåð èñêîìîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè"
  ââîä n
  a[1] := 2                    |Ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
  íö äëÿ i îò 2 äî n
    a[i] := 2 * a[i - 1] � 1   |Î÷åðåäíûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
  êö
  âûâîä íñ, "Èñêîìûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ", a[n]
êîí
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Ëèñòèíã 3

àëã Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü_Ôèáîíà÷÷è
íà÷ öåë n, î÷åð, ïðåä, ïðåäïðåä, i
  âûâîä íñ, "Çàäàéòå íîìåð èñêîìîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè"
  ââîä n
  ïðåä := 1
  ïðåä ïðåä := 1
  íö äëÿ i îò 1 äî n - 2
    î÷åð := ïðåä + ïðåäïðåä
    ïðåäïðåä := ïðåä
    ïðåä := î÷åð 
  êö
  âûâîä íñ, "Èñêîìûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí ", î÷åð
êîí

Ðèñóíîê 1. Ðèñóíîê 2.

î÷åð � î÷åðåäíîé ðàññ÷èòûâàåìûé ýëåìåíò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
ïðåä � ýëåìåíò, ïðåäøåñòâóþùèé î÷åðåä-
íîìó ýëåìåíòó;
ïðåäïðåä � ýëåìåíò, ïðåäøåñòâóþùèé ýëå-
ìåíòó ïðåä.

Ñíà÷àëà èìååì:

ïðåä = 1; ïðåäïðåä = 1.

Çàòåì ðàññ÷èòûâàåì î÷åðåäíîé (òðåòèé)
ýëåìåíò:

ñëåä = ïðåä + ïðåäïðåä,

ïîñëå ÷åãî «ãîòîâèìñÿ» ê ðàñ÷åòó ñëåäóþ-
ùåãî ýëåìåíòà:

ïðåäïðåä = ïðåä
ïðåä = ñëåä

è îïðåäåëÿåì åãî:

î÷åð = ïðåä + ïðåäïðåä 

è ò. ä.
ßñíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ n-ãî ÷ëåíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
(n � 2) ïîâòîðåíèé îïèñàííûõ äåéñòâèé (ñì.
ëèñòèíã 3).

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì èíòåðåñíûé
ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîò-
íîøåíèé [1]. Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ãèðëÿíäû
èç n ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ëàìïî÷åê
(êàæäàÿ ñ ñîïðîòèâëåíèåì R2), åñëè ñîåäè-
íèòåëüíûå ïðîâîäà èìåþò ñîïðîòèâëåíèå R1
êàæäûé (ðèñóíîê 1).

Ãèðëÿíäà ñ îäíîé ëàìïî÷êîé âûãëÿäèò
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2, à åå ñîïðî-
òèâëåíèå (ýëåìåíòû ñîåäèíåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíî) ðàâíî: a1 = 2R1 + R2.

Ãèðëÿíäó ñ äâóìÿ ëàìïî÷êàìè (ðèñó-
íîê  3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî-äðóãîìó (ðè-

...òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü îáùåå ñîïðîòèâëåíèå
ãèðëÿíäû èç n ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ
ëàìïî÷åê...
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ñóíîê 4), çäåñü Ã1 � ãèðëÿíäà ñ îäíîé ëàì-
ïî÷êîé.

Òîãäà îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ñõåìû íà
ðèñóíêå 4 ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Íà ó÷àñòêå CD ïàðàëëåëüíî ñîåäè-
íåíû ñîïðîòèâëåíèÿ R2 è a1, ãäå a1 � ñî-
ïðîòèâëåíèå ãèðëÿíäû ñ îäíîé ëàìïî÷êîé,
òî åñòü îáùåå ñîïðîòèâëåíèå ó÷àñòêà CD
ðàâíî:

2

2

1

2

1

1

1

1

1

Ra

Ra

aR

aCD +
⋅=

+
= .

Òàê êàê ó÷àñòêè AÑ, CD è DB ñîåäèíå-
íû ïîñëåäîâàòåëüíî, òî îáùåå ñîïðîòèâëå-
íèå ñõåìû ñ äâóìÿ ëàìïî÷êàìè ðàâíî:

2

2
1211

1

1
2 Ra

Ra
RaRRa CD +

⋅
+=++= .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ñõåìó ñ i ëàì-
ïî÷êàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå ðè-
ñóíêà 5, çäåñü ai � 1, çäåñü ai � 1 � ñîïðîòèâ-
ëåíèå ãèðëÿíäû ñ (i � 1) ëàìïî÷êàìè, à îá-
ùåå ñîïðîòèâëåíèå ñõåìû íà ðèñóíêå 5 îï-
ðåäåëèòü êàê:

2

2
12

1

1

Ra

Ra
Ra

i

i
i +

⋅
+=

−

− .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåêóððåí-
òíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ñîïðîòèâëå-
íèÿ èñõîäíîé ñõåìû. Ñîñòàâëåíèå ïðîãðàì-
ìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùåãî ñîïðîòèâëåíèÿ
ñõåìû ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ëàìïî÷åê
ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Äðóãèå çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòû ó÷àùèõñÿ

1. Â ïðèâåäåííîé ïðîãðàììå ðàñ÷åòà
n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷-
÷è ïîñëåäíèå âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âåëè-
÷èí ïðåäïðåä è ïðåä íå èñïîëüçóþòñÿ, ÷òî
íå ñîâñåì ðàöèîíàëüíî. Èçìåíèòå ïðîãðàì-
ìó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòè çíà÷åíèÿ èñ-

ïîëüçîâàëèñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé âå-
ëè÷èíû.

2. Íà÷àâ òðåíèðîâêè, ëûæíèê â ïåðâûé
äåíü ïðîáåæàë 10 êì. Êàæäûé ñëåäóþùèé
äåíü îí óâåëè÷èâàë ïðîáåã íà 10 % îò ïðî-
áåãà ïðåäûäóùåãî äíÿ. Îïðåäåëèòå, êàêîé
ñóììàðíûé ïóòü îí ïðîáåæàë çà ïåðâûå 7
äíåé òðåíèðîâîê.

3. Â íåêîòîðîì ãîäó (íàçîâåì åãî óñëîâ-
íî ïåðâûì) íà ó÷àñòêå â 100 ãåêòàð ñðåäíÿÿ
óðîæàéíîñòü ÿ÷ìåíÿ ñîñòàâèëà 20 öåíòíå-
ðîâ ñ ãåêòàðà. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ãîä
ïëîùàäü ó÷àñòêà óâåëè÷èâàëàñü íà 5 %, à
ñðåäíÿÿ óðîæàéíîñòü íà 2 %. Îïðåäåëè-
òå, êàêîé óðîæàé áóäåò ñîáðàí çà ïåðâûå
øåñòü ëåò.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a0, a1, a2, ...
îáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó: a0 = 1; ak = ak � 1 + 1/k
(k = 1, 2, ...). Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n
(n ≥ 2). Ïîëó÷èòå an.

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë v1, v 2, v 3, ...
îáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó: v1 = v2 = 0; v3 = 1,5,

321
2

1

1
−−− −

+

+
= iiii vvvv

i

i
, i = 4, 5, ...

Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n (n ≥ 4). Ïî-
ëó÷èòå vn.

Ðèñóíîê 3. Ðèñóíîê 4. Ðèñóíîê 5.

...êàêîé ñóììàðíûé ïóòü îí ïðîáåæàë çà
ïåðâûå 7 äíåé òðåíèðîâîê...
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Çëàòîïîëüñêèé Äìèòðèé
Ìèõàéëîâè÷,
êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Ìîñêîâñêîãî ãîðîäñêîãî
ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.

6. Ñîñòàâèòå ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ
ñóììû:

!n

x
...

!

x

!

x

!

x n

+++++
321

1
321

,

ãäå k! = 1 * 2 * 3 * ... * k. (òàê íàçûâàå-
ìûé «ôàêòîðèàë ÷èñëà k»). Ïðè ðàñ÷åòàõ
îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è ôóíê-
öèþ äëÿ ðàñ÷åòà ôàêòîðèàëà ÷èñëà k íå
èñïîëüçîâàòü.

7. Íàéäèòå 10-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ÷èñëà 2,5, â êîòîðîé
êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàâåí ñóììå îá-
ðàòíûõ âåëè÷èí âñåõ ïðåäûäóùèõ.

8. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì à ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå

1

1

22 −

− +=
i

i
i x

ax
x ,

ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ a
òàê êàê ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-

ñòðîåííîé íà òàêîì ñîîòíîøåíèè, ïðè óâå-
ëè÷åíèè i î÷åíü áûñòðî ïðèáëèæàþòñÿ ê

a . Âîò, íàïðèìåð, êàê âûãëÿäèò íà÷àëî
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè à = 2:

õ1 = 1;
õ2 = 1,5;
õ3 = 1,4166666667;
õ4 = 1,4142156863;
õ5 = 1,4142135624;
õ6 = 1,4142155624;
...

Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
a  ïðè çàäàííîì à è çàäàííîé ïîãðåøíîñ-

òè å (ðàñ÷åòû äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ, ïîêà
ðàññ÷èòûâàåìîå çíà÷åíèå íå èçìåíèòñÿ íà
âåëè÷èíó, ìåíüøóþ å, � ñì. ïðèâåäåííûå
÷óòü âûøå çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè). Ïðèìèòå õ1 = 1 (âîîáùå, ýòî ìîæåò
áûòü ëþáîå ÷èñëî).


